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Показаний один із способів математичного моде-
лювання робочого процесу в дискретних пневмоа-
грегатах, що ґрунтується на розгляді умов рівно-
ваги одномасової пружно-в’язкісної моделі (модель 
Максвела). Рішення, отримані на цій основі, ком-
пактні і мають достатню для практики розрахун-
кову точність
Ключові слова: дискретні пневмоагрегати, мате-
матичне моделювання робочого процесу, пружно-
в’язкісна модель
Показан один из способов математического моде-
лирования рабочего процесса в дискретных пневмо-
агрегатах, основанный на рассмотрении условий 
равновесия одномассовой упруго–вязкостной модели 
(модель Максвелла). Решения, полученные на этой 
основе, компактные и обладают достаточной для 
практики расчётной точностью
Ключевые слова: дискретные пневмоагрегаты, 
математическое моделирование рабочего процесса, 
упруго–вязкостная модель
The one way of mathematical modeling of the workf-
low in digital pneumatic units, based on considering the 
equilibrium conditions for single-mass elastic-viscous 
model (Maxwell model) is shown. The solutions obtained 
in this way are compact and have the necessary accuracy 
for practical calculation
Keywords: discrete pneumatic units, mathematical 
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Введение
Ввиду сложности термодинамических и газомеха-
нических процессов в полостях пневмоагрегата (ПА) 
математическая модель таких агрегатов представля-
ется в виде системы нелинейных дифференциальных 
уравнений, которую принято решать численным ме-
тодом.
В работе [2] была разработана линейная модель 
дискретного ПА на основе замены нелинейных зави-
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симостей секущими, а не касательными, что в значи-
тельной степени повысило точность аналитических 
решений для всех переменных состояния ПА. Одна-
ко, общие решения системы линейных неоднородных 
дифференциальных уравнений, соответствующих та-
кой линейной модели, достаточно громоздки. Поэтому, 
для проведения оперативных инженерных расчётов 
возникает необходимость в более простых аналитиче-
ских решениях.
Целью данной работы является получение более 
простых и компактных выражений для описания пере-
ходных процессов на основе рассмотрения условий 
равновесия упруго-вязкостной механической модели, 
которая заменяет дискретный ПА.
Основная часть
Линейная модель 3-го порядка ПА в размерной 
форме на основе принципов линеаризации, изложен-
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, α1 , α2 , β1 , β2  - параметры 
секущих, аппроксимирующих переходную функцию 
ϕ σ( )  [2].
Основными силами формирующими процесс сво-
бодного движения (в т. ч. свободных колебаний) рабо-
чего органа ПА, являются силы инерции, а также силы 
вязкого трения и упругости, что связано со свойствами 
рабочего тела ПА – сжатого воздуха. Поэтому механи-
ческим эквивалентом двустороннего ПА может быть 
одномассовая упруго- вязкостная модель Максвелла 
[1, 3]. Изучение закономерностей движения такого 
механического аналога позволяет получить решения, 
которые имеют интерес для практики.
Введем понятие присоединенных жесткостей пру-
жин C1 и C2, обусловленных сжатием воздуха в левой 
и правой полостях, а также присоединенных звеньев 
вязкого трения, обусловленного демпфированием сжа-
того воздуха на впускном и выпускном пневмотрактах. 
Коэффициенты вязкого трения звеньев демпфирова-






















Связь между коэффициентом вязкого трения h и 
жесткостью пневмопружин С для системы «дроссель-
емкость» выразится зависимостью [1]: 










































































где α1  и α2  - коэффициенты линеаризации [2].
Постоянная времени для рабочей и выхлопной по-


























Коэффициенты вязкого трения h1 и h2  обусловле-


























На рис. 2.б представлено механический аналог дву-
стороннего ПА, основой которого является упруго-
вязкая модель Максвелла. Причем x1 и x2 - скрытые 
(фиктивные) координаты, N01 и N02 - усилия предвари-
тельного поджатия левой и правой пружины.
Рис. 1. Физическая модель дискретного ПА (а) и ее 
механический аналог (б)
Рис. 2. Упрощенная упруго-вязкая модель ПА
В соответствии с принятыми обозначениями ли-




















































































При решении системы неоднородных линейных 
уравнений третьего порядка (7) возникают трудности 
из-за нахождения корней характеристического урав-
нения. Поэтому упростим ее, сведя к системе второго 
порядка.
Как показали пробные расчеты, наиболее удачным 
упрощением является предположение, что С1 = ∞, то 
есть пружина, соответствующая левой полости, за-
меняется на стержень (рис. 2), а сжатый воздух в по-
лости, как бы заменяется несжимаемой средой. Такое 
предположение основано на том, что, как показывает 
анализ осциллограмм ПА давление в рабочей полости 
устанавливается достаточно быстро (значительно бы-
































































































































































Рассмотрим условие статического равновесия 
упруго-вязкой модели, изображенной на рис. 2.
h x x x C2 2 2 2 0+ −( ) = . (12)






























01 021 . (13)
Сравнивая выражения (11) и (13) убедимся в их 
полной идентичности. Кроме того, устанавливается 














 рмF2 = N02 − предварительное сжатие правой 
пневмопружины.
Решение однородного линейного уравнения второ-
го порядка ищется в форме:
V Ae Bet t= +λ λ1 2 . (14)
Корни характеристического уравнения λ1 и λ2 на-
ходят как решения квадратного уравнения. В случае 
комплексных корней (Д<0) общее решение однородно-
го дифференциального уравнения находится в виде:
V e C t C t= ′ + ′( )−σ φ φ1 2cos sin
Частное решение
V R* = ω0
2 ,
где V Vy
* = ; R
C
h m
p F p Fм м= − −( )
2













 - собственная частота колебаний 
ПА.
Общее решение неоднородного линейного диффе-
ренциального уравнения
V e C t C t
Rt= ′ + ′( ) +−σ φ φ
ω1 2 0
2cos sin .  (15)
Значения ′C1  и ′C2  определяются из начальных 
условий
′ = −C V R1 0 0
2ω ; ′ = + −C W V R2 0 0 0
2σ σ ω ,
В случае разгона рабочего органа ПА начальные 
параметры V0=W0=0. При рассмотрении задачи тор-
можения V0 ≠ 0 и W0 ≠ 0.
Ограничимся рассмотрением задачи движения ра-
бочего органа без торможения в конце хода (V0=0, 
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 - циклическая часто-
та.
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В случае действительных некратных корней об-


















2 1 ( ) . (17)
Выражение для координаты поршня находим в ре-
зультате интегрирования.
Для случая комплексных корней:
В случае действительных корней:
x x
R e











































Полу ченные на основа-
нии рассмотрения упруго-
вязкой механической модели 
решения хорошо сходятся с 
нелинейными решени ями, 
полученными на основании 
численного интегрирования 
выходной системы, и имеют 
более компактную форму, 
чем выражения, полученные 
в работе [2].
Режим торможения описы-
вается той же системой урав-
нений (10), но при ненулевых 
начальных условиях: при t=0; 
V=V0; W=0.
Движение в момент начала 
торможения установившее-
ся со скоростью V0. При этих 
условиях:


















При таких постоянных скорость при торможении 

































Координата поршня в режиме торможения (xT):
На рис. 3 представлены переходные процес-
сы для пневмоагрегата, полученные в результате 
численного интегрирования системы нелинейных 
уравнений (сплошная линия) и с использованием 
линейных решений 17, 18, 21 и 22 при следующих ис-
ходных данных: Dп = 50  мм, dHB = 16  мм, L = 500  мм, 
f a1
40 5 10= ⋅ −,  м 2 , P = 100  Н, m = 50  кг, тормозной путь 
xB = 200  мм.
Для нелинейных решений кроме скорости и пере-
мещения получены также и внутренние переходные 
процессы p t p t1 2( ) ( ) ,  .
Хорошее совпадение таких параметров процес-
са, как время срабатывания (для линейной мо-
дели tcp = 3 43,  с), декремент затухания, частота и 
амплитуда колебаний ( ω0  и A ) свидетельствуют 
о достаточно высокой расчётной точности предло-
женной методики. На практике чаще всего интерес 
представляет не сама форма переходного процесса, 
а время срабатывания tcp , декремент 
затухания σ , собственная и цикли-
ческая частота ω0  и ϕ . Например, 
при расчёте режима торможения не-
обходим выбор параметров ПА, обе-
спечивающий максимум декремента затухания 
процесса.
Выводы
Представленная упруго–вязкостная модель дис-
кретного пневмоагрегата при условии использова-
ния наиболее рациональной формы линеаризации по-
зволяет иметь достаточно точные для инженерной 
практики аналитические выражения для скорости 
и перемещения рабочего органа ПА. Это позволяет 
более оперативно подбирать параметры ПА в целях 
обеспечения неколебательного характера разгона и 
торможения рабочего органа.
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Рис. 3. Переходные процессы при разгоне и торможении рабочего органа 
пневмоагрегата полученные по нелинейной (сплошная линия) и линейной моделям
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